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Rappel
Fixons une base (ey,...,e,) de E et une base (f,...,f,) de F.

= un isomorphisme entre L(E, F) = {$: E — F linéaire} et M, ,(K) = {matrices p x n}.

®(er)1 P(ex)s ®(en)1

o o L CVRRICY ®(en)2
Matrice d'une application linéaire ¢ : M(®)e, r = .

¢(el)p ¢(e2)p d>(e,,)p

Application linéaire définie par une matrice A = (aj) :
uniquement déterminée par ses valeurs sur les vecteurs de base ¢; :

p
bg) = aj-f
i=1

Cas spécial : pour deux bases (¢g;), (¢/) du méme E, la matrice de passage de (¢g;) vers (e/)

Pe,—ser = M(Idg)./ e, = coordonnées des e/ dans la base (e;)



Espace dual

Définition
On appelle forme (K-)linéaire sur E une application linéaire

w: E— K.

L'ensemble des formes linéaires Lx(E, K) est noté E£* et est dit espace dual de E.



Exemple (R")*

(R")* est I'ensemble de toutes les applications linéaires de la forme

w(x)=ar - x1+---+an Xn pour certains a; € R.

Slogan : ’ Vecteurs dans (R")* «+— équations linéaires en n variables




Exemple (R")*

(R")* est I'ensemble de toutes les applications linéaires de la forme

w(x)=ar - x1+---+an Xn pour certains a; € R.

Slogan : ’ Vecteurs dans (R")* «+— équations linéaires en n variables

En termes des matrices :
X1
vecteurs x € R" +— vecteurs colonnes x =

Xn

formes linéaires w € (R")* <— vecteurs lignes w = (a1 ... an).

X1

Donc : wx)= (a1 ... an)-
Xn



Base duale

Corollaire (Grifone Prop. 3.34 + Thm. 3.35)

(1) Soit E de dimension finie n. Alors dim(E*) = n.

(2) Associé a une base (ey,...,e,) de E est sa base duale (ef,....,e}) de E*, définie par

* 1 sii=j
€ (ej):§U:{ 0 sinon

Autrement dit : e(v) = i-iéme coordonnée de v dans la base (ey, ..., e,).



Exemple : M, ,(K)*

di1 ... din
Exemple : la trace  Tr: M, o(K) — K; co | —— antant+am

dpl  --- ann



Exemple : M, ,(K)*

di1 ... din
Exemple : la trace  Tr: M, o(K) — K; Co | —— antan -+ am
dnl ... dpn
0o ... 0
Base canonique de M, ,(K) : E;j=|: 1
0 ... 0
ai1 ... din
Base duale de M, ,(K)* : E;: M, o(K) — K; o —— .
dnl  -.. dpn

1 sii=ketj=1
0 sinon

En effet : Ej(Ew) = {



Exemple : M, ,(K)*

a1l --- din
Exemple : la trace  Tr: M, o(K) — K; Co | —— antan -+ am
dnl ... dpn
0o ... 0
Base canonique de M, ,(K) : E;j=|: 1
0 ... 0
ai1 ... din
Base duale de M, ,(K)* : E;: M,.n(K) — K; e o, a .
dnl  -.. dpn

1 sii=ketj=1
0 sinon

En effet : Ej(Ew) = {

= Tr= Efl + E2*2 + -+ E:n dans Mn’"(K)*.



Bidual

Définition
Soit E un espace vectoriel. L'espace dual de son espace dual

est dit espace bidual de E.



Bidual

Définition
Soit E un espace vectoriel. L'espace dual de son espace dual
est dit espace bidual de E.

Exemple : pour tout vecteur v € E, on a la forme linéaire sur E*

ev,: E* —— K;  ev,(w) = w(v).



Bidual

Définition
Soit E un espace vectoriel. L'espace dual de son espace dual
est dit espace bidual de E.

Exemple : pour tout vecteur v € E, on a la forme linéaire sur E*

ev,: E* —— K;  ev,(w) = w(v).

Theoreme (Grifone Prop. 3.36)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors I'application
ev: E —— E*;, vi+—— ev,

est un isomorphisme (linéaire).



Bidual

Définition
Soit E un espace vectoriel. L'espace dual de son espace dual
est dit espace bidual de E.

Exemple : pour tout vecteur v € E, on a la forme linéaire sur E*

ev,: E* —— K;  ev,(w) = w(v).

Theoreme (Grifone Prop. 3.36)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors I'application
ev: E —— E*;, vi+—— ev,

est un isomorphisme (linéaire).

Remarque : base (¢;)) de E = base (ef) de E* = base (€/*) = (eve,) de E**.



Annulateur de F C R”

Rappel du slogan : ‘vecteurs dans (R")* «— équations linéaires en n variables

Alors : pour un sous-ev F C R”, son annulateur FC est 'espace des équations linéaires
aix1+ - -+ anxp=0 pour ai,...,a, € R

telles que tout vecteur (xi,...,x,) € F est solution.



Annulateur de F C R”

Rappel du slogan : ‘vecteurs dans (R")* «— équations linéaires en n variables

Alors : pour un sous-ev F C R”, son annulateur FC est 'espace des équations linéaires
aix1+ - -+ anxp=0 pour ai,...,a, € R

telles que tout vecteur (xi,...,x,) € F est solution.

Autrement dit :

trouver des équations cartésiennes de F C R” <= trouver une base de F° C (R")*




Rappel : calcul d'une base de F° C (R")*

Supposons que F = Vect(vy,...,vk) ol :

X11 Xk1
Vi = 9 6oog Vi =
X1n Xkn

Alors FO = {w € (R")* | w(v1) = -+ = w(w) = 0}.




Rappel : calcul d'une base de F° C (R")*

Supposons que F = Vect(vy,...,vk) ol :
X11 Xk1
vi=1:1, 5009 Vk =
X1n Xkn

Alors FO = {w € (R")* | w(v1) = -+ = w(w) = 0}.
= I'ensemble des w: R" = R; w(xy,...,%x,) =a1x1 + - -+ anx, t.g.
axyy+ - +apxa, =0

aixpr + -+ apxe, =0

axkr + -+ anxks =0



Sous-espaces de E +— sous-espaces de E*

Définition
Soit E un espace vectoriel et G C E* un sous-espace vectoriel.
On appelle annulateur de G le sous-espace de E

OG:{VEE‘VwEG:w(v):O}.
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Définition
Soit E un espace vectoriel et G C E* un sous-espace vectoriel.
On appelle annulateur de G le sous-espace de E

OG:{VEE‘VwEG:w(v):O}.

Theoreéme

Soit E un espace vectoriel de dimension n < co et F C E un sous-espace vectoriel. Alors :
(1) F=C(F).

(2) dim(F) +dim(F°) = n.



Sous-espaces de E +— sous-espaces de E*

Définition
Soit E un espace vectoriel et G C E* un sous-espace vectoriel.
On appelle annulateur de G le sous-espace de E

OG:{VEE‘VwEG:w(v):O}.

Theoreme

Soit E un espace vectoriel de dimension n < co et F C E un sous-espace vectoriel. Alors :
(1) F=9(F9).
(2) dim(F) +dim(F°) = n.

Morale :

F C Ededim(F) =k "5 FOc E* de dim(G) = dim(E)—k
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